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Este artigo explora o uso do operador de Sturm-Liouville na representacdo espectral da funcdo de Green,
destacando sua aplicabilidade em fisica matemdtica. Focamos na representacido espectral como uma técnica
para resolver equagdes diferenciais ndo-homogéneas, utilizando as autofungdes do operador de Sturm-Liouville.
Demonstramos a aplicagdo desses conceitos em problemas fundamentais de eletromagnetismo e mecéanica
quantica, obtendo solucées analiticas e revisitando conceitos. Destacamos o uso da programacdo em Python para
visualizacdo grafica das solugoes, facilitando a compreensdo de conceitos matematicos complexos e oferecendo
uma abordagem intuitiva para a andlise de fendmenos fisicos. Na secdo final, enfatizamos como o trabalho
proporciona insights valiosos para a solucdo de equacgdes diferenciais e interpretacdo de fendmenos fisicos.
Concluimos apontando para trabalhos futuros, sugerindo uma integracdo ainda mais profunda entre programacao
e matematica na fisica contemporanea, com o objetivo de tornar o aprendizado mais intuitivo.
Palavras-chave: Operador de Sturm-Liouville, Fun¢do de Green, Programagdo em Python.

This article explores the use of the Sturm-Liouville operator in the spectral representation of the Green’s
function, highlighting its applicability in mathematical physics. We focus on spectral representation as a technique
for solving non-homogeneous differential equations, using the eigenfunctions of the Sturm-Liouville operator.
We demonstrate the application of these concepts in fundamental problems of electromagnetism, and quantum
mechanics, obtaining analytical solutions and revisiting concepts. We highlight the use of Python programming
for the graphical visualization of solutions, facilitating the understanding of complex mathematical concepts and
offering an intuitive approach to the analysis of physical phenomena. In the final section, we emphasize how
the work provides valuable insights for the solution of differential equations and the interpretation of physical
phenomena. We conclude by pointing to future work, suggesting an even deeper integration between programming
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and mathematics in contemporary physics, with the goal of making learning more intuitive.
Keywords: Sturm-Liouville Operator, Green Funcion, Python Programming.

1. Introducao

Equagoes diferenciais sao ferramentas matematicas fun-
damentais na modelagem de sistemas fisicos dindmicos.
Elas estabelecem relacdes entre fungoes e suas derivadas,
permitindo a descrigao de uma varidavel dependente em
termos de varidveis independentes. Essas equagoes sao
cruciais na modelagem de sistemas dindmicos, incluindo
circuitos elétricos, sistemas mecénicos e processos quimi-
cos [IH7]. A solugdo dessas equagoes oferece uma fungao
que descreve o comportamento do sistema ao longo do
tempo e/ou espago.

Observou-se historicamente uma tendéncia para ex-
pressoes que incorporam taxas de variacao até a segunda
ordem. Em muitos casos, problemas multidimensionais
sao simplificados em problemas unidimensionais pela
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técnica de separagdo de varidveis [IH7]. Isso nos leva a
focar em equacoes diferenciais ordindrias, representadas
por A(z)y” + B(x)y' + C(z)y = D(x), que séo lineares,
de segunda ordem, com coeficientes varidveis e nao
homogéneas.

As equagoes diferenciais sao classificadas como homo-
géneas (quando D(z) = 0) e ndo-homogéneas (quando
D(z) # 0). O teorema da superposi¢do afirma que a
solugao geral de uma equagao diferencial ndo-homogénea
é a soma da solugdo geral da equagdo homogénea
associada com uma solucao particular da equagao nao-
homogénea [TH4].

George Green (1793-1841) introduziu a funcdo, que
hoje recebe seu nome, para resolver problemas de ele-
tromagnetismo, que depois foi aplicada na resolucao de
problemas de ondas e calor. Esta funcao representa a
resposta de um sistema a uma perturbacao pontual,
e é utilizada para resolver equagoes diferenciais nao-
homogéneas [8HI4].
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Charles-Frangois Sturm (1803-1855) e Joseph Liou-
ville (1809-1882) contribuiram significativamente para
a teoria dos nimeros e a matematica, culminando no
que hoje conhecemos como a teoria do operador de
Sturm-Liouville. Este operador é crucial na solucdo
de equagdes diferenciais lineares de segunda ordem,
com autovalores reais e distintos e autofungdes orto-
gonais [8HI4]. A ortogonalidade das autofungoes destes
operadores permite a construcdo de uma base de fungées
ortonormais, com intimeras aplica¢des nos mais diversos
campos da fisica [TH4].

Este artigo explora a funcdo de Green na resolugao
de equacgoes diferenciais, em conjunto com a teoria do
operador de Sturm-Liouville. Na representagao espectral
da fungdo de Green, a mesma é expressa na base das
autofuncoes do problema analisado, obtidas através da
solugdo do problema de Sturm-Liouville [IH7]. Esta
abordagem proporciona uma compreensao profunda das
relagOes entre varidveis fisicas e suas simetrias, per-
mitindo o aproveitamento da simetria intrinseca das
autofuncgoes caracteristicas de um problema fisico [8HT4].

Na era contemporanea, é imperativo incorporar essas
técnicas em problemas aplicados para fisicos, matemati-
cos e engenheiros. A programacio, particularmente em
Python, desempenha um papel vital na visualizacao
grafica das fungbes, por mais complexas que elas sejam,
facilitando a compreensdo e a andlise de fendmenos
fisicos complexos. A abordagem aqui desenvolvida inte-
gra fisica matematica e fisica computacional, refletindo
as necessidades atuais do desenvolvimento tecnolégico,
cuja tendéncia é cada vez mais conectar o conhecimento
tradicional as novas técnicas de andlise e estudo.

A metodologia deste trabalho envolve uma revisao sis-
temética da literatura, complementada por um exemplo
pratico nas areas do eletromagnetismo e da mecanica
quantica, e suas representacoes graficas obtidas através
de programagao. O objetivo deste trabalho é contribuir
para a discussao da fisica em um nivel moderno, porém
sem esquecer as bases matematicas que compdem o0s
alicerces da fisica matemaética.

2. Aspectos-Chave da Teoria do
Operador de Sturm-Liouville

O estudo de funcoes especiais é de extrema relevan-
cia para a fisica e tecnologia. Estas surgem quando
resolvemos equagdes diferenciais para as quais o valor
da fungdo, de sua derivada, ou uma combinagdao de
condicOes como essas sdo conhecidas nas fronteiras de
uma determinada regido [I7]. E o famoso problema de
condigées de contorno [8HI4], estudado pelos mateméti-
cos Sturm e Liouville durante o século XIX [15] [16].

Uma vez definidas as condi¢des de contorno, o pro-
blema envolve encontrar as autofungoes e os respectivos
autovalores da equacdo diferencial ordindria linear de
segunda ordem

d (p<x> dy(‘”)) gl)ye) + dw@y(@) =0, (1)

dx dx
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Na equagdo (1), p(z), ¢(x) e w(z) sdo fungdes reais
dadas, A é uma constante e y(z) é a funcio desco-
nhecida que se pretende descobrir através da solugao
desta equacao, com as devidas condig¢oes de contorno.
A partir desta equagdo podemos definir o operador de
Sturm-Liouville, que converte esta numa representacao
de equacao de autovalores:

L=t | (M0 ) + @] = Lu@) = o)
)

As diversas combinagoes das fungdes p(x), ¢(x) e w(zx)
fornecem as diferentes equagoes diferenciais que surgem
na fisica, tais como as equagdes de Bessel, Legendre,
Hermite, Laguerre, etc. De modo geral, p(z), p'(x), q(z)
e w(z) sdo reais e continuas, e A é independente de x.
Além disso, p(z) > 0 e w(xz) > 0 para o intervalo de
dominio da funcdo y(x) procurada [IHI4]. Isso garante
que o operador de Sturm-Liouville seja hermitiano, desde
que atenda as condigoes de contorno adequadas, como
serd discutido a seguir. Tém-se ainda que a fungao y(z)
deve ser diferencidvel pelo menos duas vezes na regiao
de dominio associada ao operador L [I5HIY].

Para se estabelecer a hermiticidade do operador L,
considere duas fungoes f(x) e g(z) € C, que obedecem
a equacao e que irdo satisfazer certas condigbes de
contorno apropriadas a condicdo de L ser hermitiano,
ou seja L = L. Considere o produto escalar relativo &
fun¢ao peso w(x), definido num intervalo (a,b), entre as
fungdes Lf(x) e g(x). Temos:

(f(@)|Lg(x))

b

w(z)de
_ abf*( s [pu)jﬂ dz — abf*(ﬂf)g(ﬂf)cJ(x)de
-/ b A o]+ e s

o

= (Lf(x)lg(x)) + I (f,9)

a

Observe que a sequéncia de integrais por partes
transfere a acdo do operador L da fungdo g(z) para
a funcdo f*(x), a complexo conjugada de f(z). Para
que L seja hermitiano, devemos ter que (f(x)|Lg(z)) =
(Lf(x)|g(x)). Isso acontecerd se a fungdo J(f,g) conhe-
cida como conjunta [I1] (conjunct, do inglés) for igual a
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zero. Ou seja:

Ih.9) =ola) 1) G2 - L)

o) |0 - L0y

o) | 1@ - T )| o

[ () fr(a) | _
g’(b) ’ - p(a) ‘ =0.
(4)

E importante ressaltar que as autofuncoes de um
operador hermitiano sdo ortogonais entre si, formando
a base de um espaco vetorial e assim qualquer funcao
definida no intervalo de validade do problema pode ser
expandida nesta base. Além disso, outra propriedade de
interesse é que os autovalores associados a esta classe de
operadores sdo reais, como é esperado para observagoes
de quantidades fisicas. Além disso, trabalhar com base
de fungbes ortogonais é muito mais cémodo do que
trabalhar com uma base de fun¢oes apenas linearmente
independentes, pois com estas ultimas a tarefa de inver-
ter equacgoes diferenciais através das transformadas seria
um trabalho mais dispendioso [IHT7].

Em cima das propriedades da equagao , definida em
termos de determinantes, podemos estudar as condig¢oes
sob as quais o operador L é auto-adjunto, ou hermitiano.
A equagdo de Sturm-Liouville associada as possiveis
condicoes de contorno dadas pela equagao , caracte-
riza o problema de Sturm-Liouville [THI4].

Problemas que satisfazem a equacéo podem ser
classificados em trés tipos, obedecendo as condigbes
para as quais a equagao é valida e resguarda a
hermiticidade do operador [8HI4]:

fr(b)
p(b) ‘ g(b)

1. Problemas regulares: p(a) e p(b) ndo nulos, o operador
L, dado pela equacao , é aplicado a uma funcéo
y, a qual segue as seguintes condigdoes de contorno
homogéneas:

ary(a) + ay'(a) =0,
Bry(b) + B2y’ (b) = 0.

De forma que a; e as ndo podem ser zero ao mesmo
tempo, assim como Sy e (s.

Ao resolver o problema fisico associado e encontrar
as autofuncoes y, de L, que obedecem a equacdo de
autovalores Ly, = A,yn, estas devem obedecer estas
mesmas condi¢oes de contorno dadas na equagao .
Por comodidade, sem perda de generalidade, se estas
autofungoes forem reais teremos para duas y,(z) e

Ym(x):

Yn(a)
Ym(a)

(5)

Y (@) Ym(D) Yy, (b)

A informacao coletada da equagao @ é que estas
autofungdes e/ou suas derivadas devem se anular nas

¥ (a) ):o . ‘ yn(b) Y, (b) ’:0. (6)
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fronteiras (a,b), uma vez que a ortogonalidade das
fungoes para pontos dentro do intervalo iria garantir que
estes determinantes néo se anulassem para n #% m. Em
problemas de fisica que envolvem equacao do oscilador
harménico é frequente aparecer condicoes de contorno de
confinamento, onde a funcao se anula nas extremidades
do dominio, e problemas de condicdo inicial, onde se
define o valor das fungoes ou de suas derivadas em algum
ponto do dominio. O caso mais geral sdo as condi¢coes de
contorno mistas, como as que aparecem na equagao .

II. Problemas periddicos: se p(a) = p(b), entdo as
condigdes de contorno y(a) = y(b) e y'(a) = y'(b)
satisfazem as equagoes , e @, pois os termos dos
determinantes serao idénticos. Assim como problemas de
confinamento, problemas de contorno periédicos levam
a quantizacao dos autovalores \. Estas condi¢des sao de
extrema importancia para a fisica, pois muitos proble-
mas exigem que apenas algumas fungdes (ou estados)
sejam aceitaveis e se adéquem ao problema abordado.
Como a cada autovalor existe uma autofuncdo (sem
considerarmos casos com degenerescéncia), os valores
possiveis das grandezas fisicas sdo quantizados, ou dis-
cretos.

ITI. Problemas singulares: p(x) e/ou w(x) podem ser zero

em um ou em ambos os extremos (a,b), onde se definem

as condigoes de contorno. O problema é chamado de

singular porque a equacao pode ser reescrita como
dy  p)dy  q(x) w(x)

e e L LA

que obviamente é singular nos pontos onde p(a) = 0 ou
p(b) = 0.

Observe que se y(a) = y(b) = 0, as equagdes (4), (5)
e @ sdo satisfeitas, porém havera o problema de falta
de restrigoes sobre os valores de A, levando a solugoes
fisicamente inaceitaveis. Para contornar isso, exigimos
que a solucdo y(z) seja limitada em algum dos pontos a
ou b, o que acaba restringindo os valores de A. Este tipo
de problema surge naturalmente na solucao de equagoes
como as de Bessel, Laguerre e Legendre.

Utilizando as autofung¢des do operador L de Sturm-
Liouville, que constituem uma base de funcoes
ortogonais, qualquer fun¢do pode ser expressa como uma
combinacao linear dessas autofungoes. Essa abordagem
confere simetria ao problema, uma vez que a base
funcional selecionada encapsula informacoes cruciais do
sistema em estudo, facilitando a aplicacao de trans-
formadas caracteristicas para a inversdo da equacio
diferencial original, permitindo, assim, sua ampla apli-
cabilidade em diversas areas [IHI4].

3. Funcao de Green e sua Relagao com a
Equacao de Sturm-Liouville

A funcao de Green, representada em uma dimensao
como G(z,z’), é um conceito fundamental as &reas
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de ciéncias exatas e tecnoldgicas, pois constitui uma
poderosa ferramenta na solucdo de equagdes diferenci-
ais (ordindrias ou parciais) lineares, sendo amplamente
utilizada em varios campos da fisica teérica, como a me-
canica quantica, eletromagnetismo, teoria do potencial
e andlise de Fourier [IH7]. Esta fungdo permite obter
a solucao de uma equacao diferencial ndao-homogénea,
sendo interpretada como a resposta do sistema a acao
de um pulso unitdrio (ou fonte de excitacao unitéria),
representado pela funcdo delta de Dirac centrada na
posicao 2’, §(x — 2’). Ao conhecer a resposta do sistema
a um pulso unitario, podemos obter a solugdo para um
pulso geral através da convolugdo entre a funcgdo de
Green e a fonte de excitagao [8HI4].

Para compreender essa interpretagdo e ainda dar
vazdo a discussdo sobre a funcdo de Green em sua
representacdo espectral, expandida nas autofungoes do
operador de Sturm-Liouville, considere uma versao nao
homogénea da equagao , onde a fungéo F(z) é a fonte
de excitagdo (uma forga aplicada, potencial, campo, etc):

2 (r0 ™) 4 at@yte) + rs(olute) = ). (8

Na equacdo (8], a fonte F(z) ¢ a entrada no sistema,
caracterizado pela equagao diferencial linear de segunda
ordem e as suas respectivas fungoes p(z), ¢(z), w(x) e
o termo A, e y(z) é a resposta do sistema a entrada
F(z), todas definidas no intervalo (a,b). As condigoes
satisfeitas por y(x) sdo as mesmas satisfeitas pelas
autofuncoes y,(z), do operador L de Sturm-Liouville.
Entao estas assumem a forma da equagao de autovalores:

75 (P05 b ) 4 Aol o) =0

(9)

Observe que na equacio @D, como 0s y,(x) sdo
quantizados, os A, também o serdo. Também note que
K # .

Por conveniéncia, é muito melhor trabalhar com estas
funcoes normalizadas. Para isso, considere que cada uma
das fungoes y,(x), que ji sdo ortogonais entre si devido
a hermiticidade de L, sejam normalizadas por:

o) = Ynlyn)

(10)

Desta forma, temos o conjunto de fungoes ortonormais
¢n(x), que podem inclusive ser complexas, fornecendo a
relacdo de ortogonalidade em relagao a fungao peso w(x)

b
(Gmldn) = / 6 (2) b (2w () da

1, sen=m,
_6’”"_{ 0, sen#m. (11)

onde d,.,, é a delta de Kronecker, sendo igual a 1 para
n =m e 0 caso contrario.
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Quando a fonte de excitacdo é unitaria, a resposta do
sistema é a prépria funcdo de Green G(z, z'). Considere
a equacao , substituindo o termo F(z) pela fungio
§(x — 2'). Temos:

d dG(z, ") , ,
£ [P aw6e) + el )
=6(z —1').

(12)

Como dispomos de uma base de fungbes ortonormais
dadas pelas expressoes ., podemos expandir
quaisquer funcoes nesta base desde que obedegcam as
devidas condigbes de contorno. Facamos as expansoes
nas fungoes de Green e na delta de Dirac, ou seja:

I/) = Z an¢n (:17)
Z b (

Para substituir estas expressoes na equagao , deve-
se lembrar da propriedade de filtro da funcdo delta
de Dirac. Multiplicando a expansdo de §(xz — z’) por
oF, (z)w(x) e integrando no intervalo (a, b) temos:

(13)

ZE—CC

b
= an/ On w(z)dx
O () = Z bpdpm — bn = by, (2" )w(2")
Sz —2")=0(z' —x) Z(bn

(14)

Desta forma, a equagado mostra como obter a
representacdo da funcdo delta numa base de fungoes
ortogonais. Com esta igualdade encontra-se a represen-
tacdo da funcdo de Green. Substituindo as expressoes

(113) e na expressao (12, temos:

{CZ: (p(g;)ci) + q(x)} Gz, a') + rw(x)G(z,2)
= 6(z — ')

(& (P ) a0 | S outnto
)X ntnle) = @) 3 onle)d )
> la o)+ q(ac)} onl@)

+ Zanﬁsgbn Z@L )k (

- ZanAnw x ¢n x + Zaan x ¢n .13)

= w(@)pn(@)ey ()

+ kw(z
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(15)

Observe que na passagem dos calculos foi referenciada
a equacao , que define o operador de Sturm-Liouville.
Dessa forma, a fungdo de Green G(z,z’) na represen-
tagcdo espectral, ou seja, expandida na base de fungoes
préprias de um problema fisico, assume a formas:

=2 7%?)_@5;«/) : (16)

A equagao se refere a fungdo de Green quando
o espagcamento entre os autovalores A, é consideravel.
Quando este ¢é infinitesimal, esta soma se converte
facilmente em uma integral sobre a varidvel x, que pode
ser, em geral, complexa.

A equagdo de Sturm-Liouville para G(xz,z’) pode ser
escrita de uma maneira que permita obter a solugao da
equagao nao-homogénea original. Considere as represen-
tagoes das equagoes e abaixo:

(17)

Na equagao , na ultima linha, multiplique a
expressdo inteira por F(2') e integre tudo em 2’/. Como
o operador [L — \] atua sobre a varidvel x, ndo haverd
problema enquanto a ordem de operagoes. Comparando
com a equacao anterior, temos:

b
[L—)\]/ G(z,2")F(a'

b
)dm’:/ F(2)o(z — 2')dz’
() = [L = A y(z),

/ze 2)da.

(18)

Na equacao , a ultima linha define que a solugdo
procurada é a convolu¢do entre a funcdo de Green
G(z,z') e o termo de fonte F(2’). A funcdo de Green
descreve a resposta do sistema fisico a funcao delta de
Dirac, que representa um impulso aplicado no ponto z’,
enquanto convolugdo entre estas fungoes fornece y(x), a
resposta do sistema fisico a F(x).

4. Aplicagoes da Funcao de Green na
Representacao Espectral

Depois de expostos os conceitos principais da funcao
de Green em sua representagio espectral, segue a apre-
sentagao e discussdao de alguns exemplos, que sao de
fundamental importancia em aplicagbes para a fisica e
areas afins.
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4.1. Eletromagnetismo classico: calculo do
potencial eletrostatico

O eletromagnetismo classico é uma teoria da fisica que
descreve a interagao entre campos elétricos e magnéticos.
Formulado por James Clerk Maxwell no século XIX, as
quatro equacoes, conhecidas como Equacoes de Maxwell,
unificam as leis do eletromagnetismo. Trata-se de uma
teoria essencial para compreender fenémenos elétricos,
magnéticos e 6pticos em escalas macroscépicas [4H7].

Um exemplo importante no ambito do eletromagne-
tismo classico é a relacdo da funcdo de Green com
o operador laplaciano (V2?) no cilculo de potenciais
elétricos [2]. De fato, a cada operador linear que gera
uma equagao diferencial mais as suas devidas condicoes
de contorno, pode-se associar uma func¢do de Green.
O exemplo mais notoério é a sua relacdo com a equagao
de Poisson para o campo elétrico. Esta é descrita no SI
por:

—

V- E(F) = -V*V(F) = @. (19)
€0

Na equacgao , V(7) é o potencial eletrostédtico, que
se relaciona com o campo elétrico através do gradiente
E(F) = =VV(7), p(7) é a densidade de cargas no ponto
7 do espacgo e €g = 8,85 - 10712 F/m ¢ a permissividade
elétrica no vacuo. Entre outras interpretacoes, esta
equagdo serve para localizar fontes (cargas positivas)
ou sorvedouros (cargas negativas) de campo E(F), os
chamados monopolos elétricos. Gragas a possibilidade
de separacao espacial destes monopolos, as linhas do
campo elétrico sdo abertas e permitem situacoes nas
quais esta equacao pode ser ndo homogénea. No caso
do campo indugdo magnética E(f’), que tem as linhas
de campo fechadas, esta equagdo serd homogénea no
contexto eletromagnetismo classico.

Para resolver esse problema (eq. (19) + condigdes de
contorno) via método da fungéo de Green na representa-
¢ao espectral, é preciso montar a equacao de autovalores
para V? e resolver usando duas condicdes de fronteira,
que podem ser, em geral, dos trés tipos:

a) Dirichlet: Nesse tipo de condigdo, especifica-se os
valores da funcéo desconhecida no contorno do dominio.
Por exemplo, podemos definir o valor do potencial na
superficie de um material.

b) Neumann: Nesse caso, especifica-se as derivadas nor-
mais (ou fluxos normais da campos vetoriais) da fungéo
desconhecida no contorno do dominio. Por exemplo,
podemos definir o fluxo de campo elétrico ou magnético
em uma superficie.

c) Mista ou Robin: Essa condi¢do combina informagoes
sobre os valores da funcao desconhecida e suas derivadas
normais no contorno do dominio. E uma combinacéo da
condicdo de Dirichlet com a condi¢do de Neumann.

Ao resolver um problema de condicdo de contorno
para encontrar a funcdo de Green na representacao
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espectral, é necessario encontrarmos as autofuncgoes e au-
tovalores do operador laplaciano resolvendo a equagao a
seguir juntamente com as devidas condi¢es de contorno
do problema:

Na equagao 7 k2 sao os autovalores do operador
V2, C1[pn(@)] = A é uma condigao de contorno (um dos
tipos discutidos acima) sobre as autofunc_;oes tn (@) numa
fronteira @, assim como Cs[un,(b)] = B é uma condigao
de contorno aplicada numa fronteira b.

Apés encontrar as autofungdes pu,(7) do laplaciano,
utilizando as condigbes de contorno adequadas ao pro-
blema, basta substituir as autofungoes na equagao (21
e encontrar a funcdo de Green [2]:

G(7, 1) ﬂLwZ“" (') (21)

A equagao é a funcdo de Green, solucdo da
equacao de Poisson para um termo de fonte do tipo delta
de Dirac V2G(7—1") = §(F—7') [2]. Trata-se do compor-
tamento do sistema em resposta a uma fonte unitaria de
carga (pulso unitério) na posicao 7. Na representacio
acima, esta funcao é representada por uma expansao na
base das autofuncées do operador laplaciano, que por
ser um operador hermitiano forma uma base de fungoes
ortogonais (espago vetorial completo), e ainda carrega
toda a simetria do problema nas fungdes proprias do
operador V2.

Como exemplo da aplicacdo do método da funcao
de Green no eletromagnetismo, considere uma carga
pontual unitéria localizada em um ponto (', ¢’, z’) no
interior de um recipiente cilindrico aterrado (potencial
elétrico nulo). Admitimos que o recipiente possui todas
suas faces aterradas e as superficies do cilindro sao
definidas por z = 0, z = h e r = a [2]. calcularemos o
potencial elétrico no interior do cilindro. Primeiramente,
é necessario encontrar as autofungoes e os autovalores do
operador laplaciano resolvendo uma equagao semelhante
a (20). Devido a geometria do problema, devemos con-
siderar o laplaciano em coordenadas cilindricas. Dessa
forma, a primeira das equagoes é dada por:

Lo (am).

1 82 2
=) aqs(f) ai(j) + k() = 0.
(22)

O método padrao é aplicar a separagdo de variaveis,
uma vez que as coordenadas sdo independentes entre si,
e uma vez obtidas as solugbes gerais para cada termo da
separagao, aplica-se as condi¢des de contorno na solugao
geral. A escolha u(7) = u(r,é,z2) R(r)®(¢)Z(2)
permite desdobrar este problema de uma variavel a trés
dimensoes em trés problemas de uma variavel a uma
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dimensao. Temos:

1d&R 1dR
R dr?2  Rr dr

1 d*®  1d*Z

— +E2=0. (2
o2 di? T ZdR T 0. (23)

Apés completar o procedimento de separacdo de
variaveis, temos:

dz2 + 327 =0 — Z(2) = Aysin(-2), (24)
d*>® +ime
W‘FW’L ‘I)—O—>CD(¢) A26 s (25)
d?R dR

2 2012 32\ _ 2] p_

d2+dr+[r(kn N)—=m?’|R=0
2

@R AR e g

" ar
— R(r) = AT (kr) = As T (%r) . (26)

Na eq. utilizou-se as condigdes de contorno
Z(0) = Z(h) = 0, pois elas equivalem ao anulamento
do potencial nos planos inferior e superior do cilindro,
respectivamente. Observe que além de limitar a solugao
ao seno, isso define que A = BT”

Processo similar foi observado na componente ¢,
onde foi obtido um oscilador harmoénico, porém
desta vez as condigoes de contorno sao periddicas
(P(¢p) = (¢ + 2m)). Isso garante a simetria de rotacdo
da funcdo potencial ao redor do eixo z, quer no fundo
reflete a condigao de unicidade do potencial. Observe que
m é um ndimero inteiro e que aparecerd com significado
na componente radial.

Por dltimo, a componente radial é dada através
da eq. é obtida como uma funcdo de Bessel de
primeira espécie e ordem m, pois a outra solugdo dada
por uma funcdo de Newmann N, (kr) ndo se aplica
devido a nao termos cargas na origem das coordenadas
gerando alguma singularidade. Além disso, foi utilizado
kZ — A2 = k2. Aplicando as devidas condicdes de con-
torno obtemos que k = “=L, onde a,,; é o 1-ésimo zero
da fungéo de Bessel de ordem m [IH7].

Assim, uma solu¢do para o problema descrito pela
equacao serd dada por [2]:

—\

/.L(’I“) = Hmin (Tv ¢7 Z)
= Anundm (%7’) et gin (Tz) , (27)

2
K2 =k2, = (%T)Q n (Tz) . (28)

A,un € a resultante dos produtos dos coeficientes
encontrados nas solugoes das equacdes discutidas
previamente. Através da normalizacdo destas fungoes,
utilizando as relagoes de ortogonalidade das fun-
¢oes periédicas e de Bessel, encontramos A,,;, =

\/8/ ha?J2, .1 (cu)). Substituindo estes coeficientes na
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G(F,r)

Figura 1: func3o de Green descrita pela expressdo 29 Potencial eletrostitico devido a uma carga unitéria tal que a sua densidade

é do tipo p = —eod(r’, ¢', 2").

eq. (27) e juntando esse resultado com o da eq. a

eq. ([21]), concebemos que a fungdo de Green solugio para
esse caso sera dada pela superposicao destas solugoes.
A solugdo mais geral possivel serd dada por:

G(F ) = G(r, ¢, 2,7, ¢, 2') = % Z Z

a

(9= sin (%z) sin (ﬁ%z’) T (82L1) Ty (2mLy)
. 2

Pt |

o
5 ‘3
3
SN—
[NV}
+
/N
)
=5
w
N———
—_

(29)

Para ilustrar a aplicacdo desta se¢ao, foi realizado a
plot da funcédo , apresentado na Figura O gréfico
3D ilustra as consideragoes usadas na solucao da eq. .
Vide a simetria do potencial em relagdo a rotagdes em
torno do eixo z, simetria em ¢, os préoprios maximos
e minimos em z, e os circulos nodais, resultantes dos
zeros das fungbes de Bessel. Os subplots mostram que
as componentes de com menos nodos tém contribuicao
mais relevante ao grafico final. Isso pode ser visto ao o
comparar as componentes Goo1, G111, G222 € G555 com o
gréfico final G(7,77). E interessante observar este aspecto o
da solucao dada em série, pois isto mostra quais as
componentes sao determinantes para um problema deste 11
caso.

Na Figura [l as coordenadas da carga elétrica foram

UR W N

(1,%,1). O cilindro foi definido com um raio a = 2 "
e uma altura h = 6. O grafico mostra que, para os 11

15

diferentes valores de ¢, o valor do potencial elétrico
gerado pela carga pontual decai radialmente, e esse fato 1~
estd de acordo com a teoria eletromagnética cldssica. '°
Além disso, é possivel perceber também a anulacdo do -0
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potencial em r = 2, justamente onde esta a superficie do
cilindro aterrado, na qual o potencial elétrico é, de fato,
nulo.

Para fazer o plot da Figura foi criado pequeno
script, na plataforma Google Colaboratory [20] para
gerar todo o somatorio descrito na eq. . Foi ne-
cessario carregar as bibliotecas adicionais scipy.special
[21I] (fornece fungdes especiais) e a fungdo Azes3D da
biblioteca mpl_toolkits.mplot3d [22] (suporte para criar
graficos tridimensionais). A necessidade surgiu do fato
da solugao apresentar fungoes de Bessel na coordenada
radial e ainda depender de trés varidveis. Assim, o
potencial descrito pela funcido de Green da equagao
foi computado e mostrado em forma de superficie. A
seguir o codigo[f.1] descreve o plot desta fungio. Observe
que foi utilizado um méximo de 21 parcelas para m, 20
para [ e para (3.

# plot da funcao de green da secao 4.2
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
import scipy.special as sp

# param do problema

r_prime = 1.0 # Valor especifico para r_prime

z_prime = 1.0 # Valor especifico para z_prime

Theta_prime = np.pi/4 # Valor especifico para
Theta_prime

Mmax = 10 # Numero maximo de parcelas no
indice m

Imax = 20 # Numero maximo de parcelas no
indice 1

betamax = 20 # Numero maximo de parcelas no
indice beta

a = 2.0 # rario do cilindro

h = 6.0 # altura do cilindro

# Parametrizacao das coordenadas cilindricas
= np.linspace (0, h, 100)

r np.linspace (0, a, 100) # coordenada radial
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theta = np.linspace(0, 2 % np.pi, 100) # angulo

# Criacao da grade de coordenadas

R, Theta = np.meshgrid(r, theta)

# fll]l(:'d() pra gel"(].l' os termos (1'(]. soma

def custom_ function(Theta, Theta prime, z, z_prime
, r, r_prime, m, 1, beta, a, h):
numerator = np.exp (1j*m*(Theta—Theta_ prime))x*

np.sin ((beta * np.pi * z) / h)
#* np.pi * z_prime) / h)*sp.jn(m, (sp.jn_zeros(
m, 1)[1—=1] * r) / a) % sp.jn(m, (sp.jn_zeros(m
, 1)[1—1] * r_prime) / a)

denominator = (sp.jn(m + 1, sp.jn_zeros(m, 1)
1—1])*%2) % (((sp.jn_zeros(m, 1)[1—=1] = r) /
)*%2 4+ ((beta * np.pi * z) / h)*%x2 4+ 0.001)

* np.sin ((beta

.[

return numerator / denominator

ser uma funcao
sinusoidal)

Green__eletro = 0

for m in range(—Mmax, Mmax+1):

for 1 in range(l, lmax+1):
for beta in range(l, betamax+1):
Green__eletro += custom_ function (Theta,

Theta_prime, z, z_prime, R, r_prime, m, 1,
beta, a, h)

representada (exemplo:

# Conversao de coordenadas cilindricas para
cartesianas

X = R * np.cos(Theta)

Y = R * np.sin(Theta)

# Plot do grafico de superficie 3D com colormap

fig = plt.figure ()

ax = fig.add_subplot (111, projection="3d")

surf = ax.plot_surface (X, Y, Green_eletro.real,
cmap=’viridis’ rstride=5, cstride=5, alpha
=0.7)

surf = ax.plot_surface (X, Y, Green_eletro.imag,
cmap="viridis’, rstride=5, cstride=5, alpha
=0.7)

# Adiciona rotulos aos eixos
ax.set_title (r"$G(\vec{r},\vec{r’})$")
ax.set__xlabel (r $X$ ")

ax.set__ylabel (r’$Y$’)

#ax.set zlabel(r"$Z$")
ax.zaxis.tick_top ()

ax.view__init (45, 30)

# Adiciona barra de cores

fig.colorbar (surf, ax=ax, pad=0.1)

plt .show ()

4.2. Aplicagdbes na mecanica quantica:
particula numa caixa 2D

Em 1926, o fisico Erwin Schrodinger formulou uma
teoria para a mecanica ondulatéria, baseando-se na
analogia éptico-mecanica. Esta formulacao é interessante
por levar a equagoes diferenciais conhecidas, de outros
campos da fisica, tais como a mecanica classica e o
eletromagnetismo. Devemos ressaltar também que essa
teoria é aplicavel a sistemas de baixa velocidade, ou seja,
ela é nao relativisticaﬂ Como as particulas agora tem um
caracter ondulatério, devemos representa-las por uma
fungdo de onda ¥(7,¢), que define o estado quantico da

1 Uma das maneiras de identificar uma equacdo relativistica é
verificar se, quando a essa equacao é aplicada transformacdo de
Lorentz, a sua forma permanece invariante.
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particula, contendo todas as informagoes conheciveis da
mesma [23] 24].

Se uma particula é submetida a influéncia de um
potencial V(7), por exemplo um elétron de massa m,
entdo a equacgao que descreve a evolucao temporal da
fungdo U(7, t) assume a forma [23] [24]:

oV(7,t 1?
(30)
onde H é um operador hermitiano (H = HT), chamado
de operador hamiltoniano, e tem a forma:

ﬁ2
H=—-—V*+ V(7. 31
V4V () (31)
Sendo hermitiano, ele garante que suas autofuncoes
sao todas ortogonais entre si e que seus autovalores sejam
reais. Para o caso de um um sistema independente do
tempo, a equagdo (30) reduz-se a

Hy(r) = Ep(r),

conhecida como equagdo de Schrodinger independente
do tempo [23] 24].

Em relagdo a funcdo de Green em si, existem di-
versas aplicagbes em mecanica quantica. Uma delas é
descricao da propagacao de elétrons através de estrutu-
ras nanoscépicas, como dispositivos semicondutores ou
nanojuncgoes. Nestes casos, a fungdo de Green é utilizada
para modelar o comportamento nao equilibrado desses
sistemas, levando em consideracao efeitos quanticos. Ela
pode ser empregada para calcular a corrente elétrica que
flui através do dispositivo em resposta a uma diferenca
de potencial aplicada, em acordo com a férmula de
Landauer-Buttinker [I4], entre outras aplicagdes.

Por simplicidade, iremos considerar um caso de um
poco quadrado infinito bidimensional, no qual o interesse
é resolver uma equacao do tipo:

[E = H(P)]$(7) = [E = H(z,y)]d(z,y) = 0.

A fungdo de Green associada obedece uma equagio
diferencial parcial na forma [24H27]:

(32)

(33)

[E—H(x,9)]G(z,y,2",y; E) = d(x—2")d(y—y'). (34)

Dizemos, nesse caso, que a funcdo de Green para
um sistema quantico pode ser interpretado como uma
amplitude de probabilidade de propagacao da particula
de massa m entre os pontos 7 e 7’. O hamiltoniano neste
caso € descrito por:

n* [ 0? 0?
H=—|—+—])-

2m \ 0z2 = Oy?
E preciso encontrar as autofuncdes e os autovalores
deste operador, para posteriormente fazer a expansao

na representagao espectral. Ao aplicar a separacgao de
varidveis na funcao de onda, com ¥ (z,y) = x(z)&(y),

(35)
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separamos o problema 2D em dois problemas do pogo
quadrado infinito 1D. A solugdo final, aplicadas as
condigoes de contorno de confinamento (funcao de onda
se anula nas extremidades) é:

YVnm (T, y) = LQzLy sin (ngj> sin (ﬂzzy) ,  (36)

B2 (n?®  m?
o (z L;> |

Nestas ultimas expressoes, L, e L, sdo as dimensoes
do poco quadrado infinito 2D nas diregoes x e y, res-
pectivamente. Os niimeros quanticos n,m = 1,2,3,... e
suas combinacoes identificam as diferentes configuragoes
deste sistema, representadas por um conjunto infinito de
fungbes ortonormais.

Na Figura [2| sao mostrados algumas fungoes de onda
da particula confinada num pogo quadrado 2D. O plot
3D nos mostra que o estado 111 (z,y) (E1; = 0,75 €V)
de fato corresponde ao estado fundamental, devido a au-
séncia de planos nodais. Os estados ¥12(x,y) e P21 (z,y)
(E12 = E2; = 1,88 €V) irdo corresponder a diferentes
estados quanticos e haverd degenerescéncia (dois estados
com a mesma energia) caso as dimensoes em L, e L,
sejam iguais. Observe que o estado ¥as(x,y) (Eee = 3,01
eV) possui dois planos nodais, indicando uma energia
maior. No exemplo aqui descrito, as dimensoes sao tais
que Ly = Ly = 1072 m e a particula descrita possui
massa igual a do elétron.

Com estas informagdes é possivel construir a fungdo de
Green para este sistema. Expandida na base de fungoes
de onda deste problema, a sua representagao espectral é

Epm = (37)

Vi(x,y) WVia(x,y)

0.00 0.00
& - .00 . - .00
0.75 4250 0.75 .2§’
Y 1.00 1 000750'56) Y 1.00 1 ()00.750'SdJ
’ X ’ X

Figura 2: FuncGes de onda para a particula confinada numa
caixa 2D.
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dada por:

G(Z’7y7x’7y’; E) — ZZ wnm(x»y)d};m(l'/,y/) .

E—-E,m, (38)

n
A visualizagdo destes dados é de extrema importancia
para a promocao das discussdbes no ambito da fisica
matematica e ainda permitir a visualizagdo simetrias ine-
rentes a estes sistemas. Nesta forma, segue o cédigo
usado para a visualizagdo destas fungoes de onda.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

#funcoes de onda — poco quadrado infinito 2D

# parametros
m= 9.109e—31

# masa do eletron em kg

hbar = 1.0545718e—34 # constante de plank
reduzida em J.s

Lx = 10%%(—9) # dim x do poco em m

Ly = 10%%(—9) # dim x do poco em m

x_prime = 0.5%10%x(—9) # ponto de perturbacao
em x

y_prime = 0.5%10%x(—9) # ponto de perturbacao
em |

XPointmax = 100 # valor max de pontos
em X

YPointmax = 100 # valor max de pontos
em y

#—— variaveis x e y——

x1 = np.linspace (0, Lx, XPointmax)

yl = np.linspace (0, Lx, XPointmax)

# ——— grid

X,Y = np.meshgrid (x1, yl)

# definicao da energia para o sistema 2D
def E2D(nx,ny):
return round ((((hbarxnp.pi)=**2/(2*m) ) *((nx/Lx)
#x2+(ny/Ly) *%2)) /(1.602176634e—19), 3)

# Definicao da funcao de Green 2D

def GreenMQ2(x,x_prime,y,y_ prime,E, N):

G2D = 0
for nx in range (1, N+41):
for ny in range (1, N+1):

G2D += func_onda (X, nx, Lx)=*func_onda(Y,
Ly)*func_onda(x_prime, nx, Lx)*func_onda(
y_prime, ny, Ly)/(E-E2D(nx, ny))

return G2D

0 9

O cbédigo acima gera as fungdes de onda, calcula as
energias e usa isso para montar a representagio espectral
descrita na eq. . O grafico das fungoes de onda em
formato de subplots é definido como segue.

# bibliotecas adicionais

from matplotlib.ticker import
from matplotlib import colors

LinearLocator

# plot dos primeiros estados excitados no estilo
subplot

fig = plt.figure(figsize=plt.figaspect (0.5))

#

# Primeiro subplot

L ——

# set up the axes for the first plot

ax = fig.add_subplot (2, 2, 1, projection=’3d’)

# func de onda estado (1,1) no espaco 2D

Psi2D11 = func_onda(X, 1, Lx)xfunc_onda(Y, 1, Ly)
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# Plot da superficie
surf = ax.plot_surface (X, Y, Psi2D11, cmap=cm.
coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)

ax.set_title(r"$\Psi_{11}(x, y)$", fontsize=10)
#

# Segundo subplot

#

# set up the axes for the second plot

ax = fig.add_subplot(2, 2, 2, projection=’3d")

# func de onda estado (1,2)) no espaco 2D
Psi2D12 = func_onda (X, 1, Lx)xfunc_onda(Y, 2, Ly)
# Plot da superficie

surf = ax.plot_surface (X, Y, Psi2D12, cmap=cm.

coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
ax.set__title(r"$\Psi_ {12}(x, y)$", fontsize=10)

#

# Terceiro subplot

#

# set up the axes for the first plot

ax = fig.add_subplot(2, 2, 3, projection=’3d")

# func de onda estado (2,1) no espaco 2D

Psi2D21 = func_onda(X, 2, Lx)xfunc_onda(Y, 1, Ly)

# Plot da superficie

surf = ax.plot_surface (X, Y, Psi2D21, cmap=cm.
coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)

ax.set_title(r"$\Psi_ {21}(x, y)$", fontsize=10)

#
# Quarto
#

# set up the axes

subplot

for the second plot

ax = fig.add_subplot(2, 2, 4, projection=’3d")

func de onda estado (2,2) no espaco 2D
Psi2D22 = func_onda (X, 2, Lx)xfunc_onda(Y, 2, Ly)
# Plot da superficie

surf = ax.plot_surface (X, Y, Psi2D22, cmap=cm.
coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
ax.set_title(r"$\Psi_{22}(x, y)$", fontsize=10)

plt .show ()

Pode-se observar que neste caso a dependéncia com
a energia ocorre naturalmente e de forma explicita.
Por este motivo, a funcdo de Green para este caso foi
computada para alguns valores de energia especificos e
mostrada na Fig. 3] Observa-se o aumento da excita-
¢do/curvatura da funcdo G(z,y,z’, y'; F) & medida que a
energia aumenta. As singularidades desta funcao tendem
a se acentuar quando a energia se aproxima de um dos
autovalores de energia do sistema. E o que se observa
para 0,50 eV e para 2,00 eV, que sao valores de energia
préximos do estado fundamental e do primeiro estado
excitado.

O c6digo[d.2] define as fungdes de Green deste exemplo,
que sdo mostradas na Figura [3] Observe que os cédigos
sdo mostrados de maneira explicita, de tal forma que o
leitor pode copié-los e testa-los.

# Funcao de Green para o sistema 2D

# Definicao da energia para 2D
def E2D(nx, ny):
return round ((((hbarsnp.pi)**2/(2*m)) *((nx/Lx)
*%x24(ny/Ly)*%2)) /(1.602176634e—19), 3)
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G(x,x',y,y;0,5eV)

G(x,x',y,y;2,0eV)

Figura 3: Funcdes de Green em diferentes valores de energia
para a particula confinada numa caixa 2D.

# Definicao da funcao de Green 2D
def GreenMQ2(x, x_prime, y, y_ prime, E, N):
G2D = 0
for nx in range(1l, N+1):
for ny in range (1, N+1):
G2D += func_onda (X, nx, Lx)x*xfunc_onda(Y,
Ly)*func_onda(x_prime, nx, Lx)=xfunc_onda(

0 9

y_prime, ny, Ly)/(E-E2D(nx, ny))
return G2D
# Configuracao da figura duas vezes mais larga do

que alta

fig = plt.figure(figsize=plt.figaspect (0.5))
#

# Primeiro subplot

b

# Configuracao dos eixos para o primeiro plot

ax = fig.add_ subplot(2, 2, 1, projection="3d")

Green2DMQ = GreenMQ2(X, x_prime, Y, y_ prime, 0.5,
100) # Energia = 0.5 eV

# Plot da superficie

surf = ax.plot_ surface (X, Y, Green2DMQ, cmap=cm.
coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)

# Adiciona rotulos aos eixos
ax.set__title (r"$G(x,y,x ,y’;
=10)

0,5\,eV)8$", fontsize

ax.set_xlabel (r’$X$’, fontsize=10)
ax.set__ylabel (r’$Y$’, fontsize=10)

3 ax.view__init (30, 60)

ax.tick params(axis=’both’, labelsize=8)

#
# Segundo subplot

# Configuracao dos eixos
ax = fig.add subplot (2,

para o segundo plot
2, 2, projection=’3d")

Green2DMQ = GreenMQ2(X, x_ prime,
100) # Energia = 2.0 eV

Y, y_prime, 2.0,

# Plot da superficie
surf = ax.plot_surface (X, Y, Green2DMQ, cmap=cm.

coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
# Adiciona rotulos aos eixos
ax.set_title(r"$G(x,y,x",y’; 2,0\,eV)$", fontsize
=10)
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5 # Adiciona
; ax.set__title (r"$G(x,y,x’,y

; ax.set__ylabel (r’$Y$",
7 ax.tick_params(axis=’both’,

Pinheiro et al.

ax.set__xlabel (r’$X$’, fontsize=10)
ax.set__ylabel(r’$Y$’, fontsize=10)
ax.tick params(axis=’both’, labelsize=8)
ax.view_init (30, 60)

#
# Terceiro
#
# Configuracao dos eixos para o terceiro plot
ax = fig.add_subplot(2, 2, 3, projection=’3d")

subplot

Green2DMQ = GreenMQ2(X, x_prime, Y, y_prime,
100) # Energia = 10 eV

10,

# Plot da superficie

surf = ax.plot_surface (X, Y, Green2DMQ, cmap=cm.
coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)

eixos

rotulos aos

10\,eV)$", fontsize
=10)

ax.set_xlabel(r’$X$’, fontsize=10)

ax.set__ylabel(r’$Y$’, fontsize=10)

ax.tick params(axis=’both’, labelsize=8)

ax.view__init (30, 60)

#

# Quarto subplot

# Configuracao dos eixos para o quarto plot

ax = fig.add_subplot(2, 2, 4, projection=’3d")

Green2DMQ = GreenMQ2(X, x_prime, Y, y_prime,
100) # Energia = 39 eV

20,

# Plot da superficie
surf = ax.plot_surface (X, Y, Green2DMQ, cmap=cm.

coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
# Adiciona rotulos aos eixos
ax.set_title(r"$G(x,y,x’,y’; 20,0\,eV)$", fontsize
=10)

ax.set_xlabel(r’$X$’, fontsize=10)

fontsize=10)

labelsize=8)

ax.view_init (30, 60)

# Ajusta o espacamento entre subplots

plt .subplots_adjust(left=0.1, right=0.9,
bottom=0.1, wspace=—0.4, hspace=0.4)

top=0.9,

plt .show ()

5. Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho, exploramos a interconexao entre o mé-
todo da fungdo de Green e a teoria do operador de
Sturm-Liouville para a resolugao de equacoes diferenciais
ordindrias lineares de segunda ordem. A combinacio
desses métodos revelou-se crucial para uma compreensao
aprofundada das relagdes entre varidveis fisicas e suas
simetrias em problemas fisicos complexos, permitindo
explorar de maneira significativa as simetrias dos sis-
temas fisicos, que vém encapsuladas em suas respectivas
bases de fungoes caracteristicas. Destacamos a impor-
tancia contemporénea de incorporar programacio, espe-
cialmente usando Python, para visualizar graficamente
as fungdes resultantes, oferecendo uma abordagem mais
intuitiva e facilitando a andlise de fendmenos fisicos.
Essas ferramentas matematicas e computacionais tém
aplicabilidade em diversas dreas da fisica e dreas afins,
onde destacamos eletromagnetismo e mecanica quantica,
e se apresentam como recursos valiosos para estudantes
e profissionais em exatas e engenharias, permitindo uma

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0011

€20240011-11

abordagem mais eficiente na resolugdo de problemas
fisicos complexos e na interpretagao de seus resultados.
Desta forma, acredita-se que neste trabalho a disponibi-
lizacao destes cddigos e calculos tém potencial de ajudar
muitos estudantes, nos diversos campos de interesse,
como ciéncias exatas e da terra, engenharias e suas
tecnologias, e no ensino de fisica.
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